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Exercice 0.0.1. Soit E l’ensemble des fonctions indéfiniment différentiables de [0,1] dans R.

1.

Montrer que ’application

f:E—F
u—u
est un endomorphisme de E.
Montrer que l’application
f:E—R
u — u(0)

est une application linéaire de E dans R.
Montrer que [’application
f:E—F
u— f(u) , avec f(u)(z)= [ u(t)dt
est un endomorphisme de E.

Montrer que [’application
f:EFE—R
u— fol u(t)dt

est une application linéaire de E dans R.

Exercice 0.0.2. Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Soit

fE—F

une application linéaire de E& dans F.

1.

Montrer que f(0g) = 0F

Montrer que f est injective si et seulement si Kerf = {0}

. Montrer que f est surjective si et seulement si Imf = F

(f injective) < (f surjective) < Kerf ={0} < Imf = F.

RAPPFEL

dimFE = dimKerf + rg(f)

. Montrer que si A est un sous espace vectoriel de E alors f(A) est un sous espace vectoriel de F.

2
3. Montrer que si B est un sous espace vectoriel de F alors f~1(B) est un sous espace vectoriel de E.
4.
5
6

. Montrer que si E et F' sont de méme dimension, alors on a les équivalences suivantes :



Exercice 0.0.3. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit f un endomorphisme de E vérifiant

f"=0 et 140

ot pour tout x € K
fola) ==
fHz) = f(z) (5)
)= f (@) Yk =1

Soit a € E tel que f"1(a) # 0. Montrer que le systéme
(a, f(a), fof(a), f(a), ..., "~ (a))

est une base de E.

Solution
Montrons que le systéme est libre. Soient Ag, Ay, ..., A,_1 des réels tels que
Xoa+ Mf(a)+ ...+ X1 f"Ha)=0

On prend ™! & gauche et a droite, on obtient

Mf"Ma)+0+0+...40=0
Ceci puisque les autres termes sont de la forme f"**(a) donc nuls. Par exemple

frla)=0 . f"a) = f(f"(a)) = f(0) =0

On en déduit que \g = 0. On repart de

Mfla)+ ...+ X1 f" Ha) =0

et on applique f"2 a gauche et a droite, on obtient A\; f" *(a) = 0 et donc A\; = 0. Ainsi de suite jus-
qu’a n — 1. Comme le systéme est libre et contient n vecteurs alors il engendre un sous espace vectoriel
de E de dimension n (c’est la dimension de F). Ce systéme engendre donc E tout entier. D’ou le systéme

(a, f(a), fof(a), f3(a),...., f*"1(a)) est une base de E.

Exercice 0.0.4. Soit E un espace vectoriel et Ey, Fy deuxr sous espaces vectoriels de dimension finie de E.
Soit f Uapplication définie par

{f:Ele2—>E ©

(x1,22) — o1 + X9
Montrer que f est linéaire
Déterminer le noyau de f; (Kerf)
Déterminer l'image de f; (Imf)

Lo v o~

Que donne le théoreme du rang.

Solution
1. F est linéaire : Soit x,y € By x By et a, f € R X = (21,22) et Y = (y1,y2) avec z1,y1 € Ey et 22,42 € B
aX + BY = (axy + Py, axs + Bys)

f(aX + BY) = axy + Byr + axs + fys = axy + axs + Byr + fyo
a(ry +2) + By +1y2) = af(X) + Bf(Y)



2.z e Kerf < f(x) =0 = (21,29) € By X By et 114+ 29 =0Donc X € Kerf & X = (11,29) €
Ey x Ey et x9 = —xy Comme E; et FE, sont des sous espaces vectoriels alors X € Kerf & X =
(x,—x) avec x € EyN Ey

Kerf ={(z,—z),z € E1 N Ey}

Remarque : Si (z,y) € Kerf alors y = —x et donc (x € Fy, et y = —x € Ej, c’est a dire que
T,y € EiNEy
Siz € E1NEyalors (z,—x) € Kerf On peut dire que 'application

{g:ElﬂE2—>Kerf (7)

r — (z,—x)

est une application linéaire bijective (isomorphisme). Ce qui fait donc que Kerf et E; N Ey sont deux
sous espaces de méme dimension.
dimKerf = dim(E, N Es)

y € Imf << dry € By,3xg € By tels que y = x1 + x2

C’est a dire que
Imf = E1 + E2

Donc
dimImf = dim(E; + E»)

4. Le théoréme du rang dit que :
dim(Ey X Ey) = dimKerf + dimImf

Donc
c’est a dire
dzm(El + Eg) = dszl + dZmE2 — dzm(El N EQ)

Exercice 0.0.5. Soit g définie par
{ g:R3 — R3
(x1,29,23) —> (x4 + 23,9 + 23,11 + 3)
g est-elle injective, surjective, bijective ?
Exercice 0.0.6. Soit g définie par
{ g:R? — R3
(71,22, 23) — (21 + 3,20 + 73,71 + T3)
g est-elle injective, surjective, bijective ?
Exercice 0.0.7. Soit f définie par

(r1,22) —> 13 (10)

{ f:R? — R
1. Déterminer Kerf
2. Déterminer Imf

3. Ecrire 'égalité du rang



4. [ est-elle injective, surjective, bijective ¢

Exercice 0.0.8. Soit f définie par

f:R3 — R?
(z1, 20, 23) — (21 + T2, 71 — T2)
1. Déterminer Kerf
2. Déterminer Im f
3. Ecrire la Uégalité du rang

4. [ est-elle injective, surjective, bijective ?

Exercice 0.0.9. Tout espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe a R™.



